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V tem delu je predstavljen razvoj numeričnega modela, ki omogoča simulacijo hrupa
zaradi udarjanja kotalnih elementov z obroči ležaja. Obravnavani so kroglični ležaji
s povečano zračnostjo, katerih kotalni elementi so kroglice. Dinamika obravnavanega
ležaja je izračunana s poenostavljenim analitičnim modelom, ki nadomešča ležaj preko
zapisa togostne matrike. Učinkovito simulacijo dinamike sistema dosežemo z uporabo
modalne redukcije, s katero znižamo število prostostnih stopenj modela. Potek zvoč-
nega tlaka ob trku kroglice je simuliran z metodo končnih elementov in validiran s
preprostim eksperimentom. Izdelano je tudi preizkuševališče, s katerim smo ponazorili
udarjanja kotalnih elementov v obroč ležaja. Preizkuševališče nam omogoča končno






Vibroacoustic characterization of ball bearings with increased
clearance
Tomaž Bregar







This work presents development of numerical model used for simulating noise generated
by impact between rolling elements and bearing rings. The work addresses ball bearings
with increased clearance whose rolling elements are balls. The dynamics response of
the bearing is calculated with simplified analytical model that replaces the ball bearing
in a simulation with a equivalent stiffness matrix. Effective simulation of the system’s
dynamics is obtained by using modal reduction that reduces the number of degrees of
freedom. Time history of sound pressure during the collision of the ball is simulated
with finite element analysis and validated with a simple experiment. Additionally an
experimental setup was developed. Experimental setup enables the final validation of
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c m/s hitrost zvoka
d s čas trajanja kontakta
D m premer gredi
E Pa modul elastičnosti
En Pa nadomestni modul elastičnosti
f N vektor zunanjih obremenitev
F N sila
g N vektor povezovalnih sil
K N/m togostna matrika
m kg masa
M Nm moment
M kg masna matrika
n / konstanta Hertzovega kontakta
Nf / vektor oblikovnih funkcij
p Pa zvočni tlak
r m razdalja
t s čas
R / redukcijska matrika
T ◦C temperatura
u m pomik
u m vektor pomikov
v m/s hitrost
q rad vektor zasukov
α rad kontaktni kot
δ m pomik
η / vektor generaliziranih koordinat
ρ kg/m3 gostota
ψ rad kot kotalnega elementa
ϕ / hitrostni potencial
ν / Poissonov količnik
λ m valovna dolžina
Ψ / dinamske lastne oblike
ω rad/s krožna frekvenca
Φ / statične lastne oblike
∇ / gradient













CAD računalniško podprto modeliranje (ang. Computer-Aided Design)
CMS modalna sinteza komponent (ang. Component Mode Synthesis)
FSI stik fluida s strukturo (ang. Fluid Structure Interaction)





Obvladovanje hrupa je ključnega pomena že v sami fazi razvoja izdelka. Validirani
numerični modeli predstavljajo poglavitno orodje pri napovedovanju nivoja hrupa. V
kolikor ima izdelek rotirajoče sestavne dele, je problematičen tudi hrup, ki izvira iz le-
žajev. Ležaj je lahko hrupen zaradi poškodbe, ali pa zaradi udarcev kotalnih elementov
z obroči ležaja pri ležajih s povečano zračnostjo.
1.2. Cilji naloge
V okviru naloge je cilj razviti numerični model za napovedovanje hrupa, ki se pojavi ob
udaru kroglic z ležajnimi obroči. Obravnavan bo kroglični ležaj s povečano zračnostjo
C3. Primer krogličnega ležaja je prikazan na sliki 1.1. Izračun dinamike obravnavanega
ležaja bo izveden s poenostavljenim analitičnim modelom, ki nadomesti ležaj v simu-
laciji preko zapisa togostne matrike. Za učinkovito simulacijo dinamike sistema bomo
uporabili metodo modalne redukcije. Časovni potek zvočnega tlaka, ki se pojavi ob
trku kroglic, bo simuliran z metodo končnih elementov. Numerični model bo validiran
na osnovnem primeru trka dveh enakih kroglic. Izdelano bo tudi laboratorijsko preiz-
kuševališče, ki bo omogočalo kontrolirano udarjanje kroglic z obroči ter s tem služilo
za končno validacijo razvitega numeričnega modela celotnega sistema.
Slika 1.1: Primer krogličnega ležaja s povečano zračnostjo.
1
Uvod
V prvem delu predstavimo potrebne teoretične osnove, ki so bile uporabljene tekom ma-
gistrskega dela. Sprva je predstavljena metoda modalne redukcije, ki smo jo uporabili
zaradi računske učinkovitosti pri nadaljnjih dinamskih analizah. Nato je predstavljen
analitični model ležaja, ki je uporabljen za natančen popis dinamike obravnavanega le-
žaja. V nadaljevanju je predstavljen analitični model zvoka, ki se generira ob trku dveh
kroglic. Trk dveh kroglic nam predstavlja enostaven primer, s katerim lahko verifici-
ramo naš numerični model. Na koncu je predstavljena še metoda končnih elementov
za izvedbo akustičnih analiz, katero v nadaljevanju uporabimo za simulacijo poteka
zvočnega tlaka ob trku kroglice.
V metodologiji dela je podrobneje predstavljen obravnavan problem udara kroglic z
obročem ter natančna identifikacija pojava trka v uležajanem sistemu. Predpostavili
smo, da se ves hrup generira zaradi togega premika kroglice v kontaktu. Prikazan je
tudi postopek modeliranja numeričnega modela dinamike in zvočnega tlaka za predsta-
vljeni pojav. Predstavljena sta tudi dva različna koncepta preizkuševališča, za namen
simulacije udarjanja kotalnih elementov z obročem ležaja.
V zadnjem poglavju so najprej predstavljeni rezultati analitičnega modela zvoka, ki
se generira ob trku dveh kroglic. Rezultati modela so primerjani z zvočnim tlakom,
izračunanim z metodo končnih elementov. Potek zvočnega tlaka ob trku kroglice je bil
nato eksperimentalno validiran s preprostim eksperimentom, kjer smo kroglico spustili
na ravno ploščo in spremljali potek zvočnega tlaka po trku. Na koncu so predstavljeni





Numerični modeli, v primeru analize z metodo končnih elementov, imajo lahko veliko
število prostostnih stopenj. V kolikor bi želeli na takšnem modelu narediti tranzientno
dinamsko analizo, bi to vodilo do zelo dolgih računskih časov. Če se želimo izogniti
dolgim analizam, moramo zmanjšati število prostostnih stopenj. Zmanjšanje števila
prostostnih stopenj lahko dosežemo z manjšanjem gostote mreže, vendar to vpliva
na natančnost končne rešitve. Alternativo predstavljajo metode modalne redukcije, ki
nam omogočajo zmanjšanje števila prostostnih stopenj preko metod modalnega odreza.
Dandanes najbolj uporabljene metode modalne redukcije spadajo v sklop modalne sin-
teze komponent ali krajše CMS (ang. Component Mode Synthesis). Osnovna ideja
metode je preprosta. Namesto, da se popiše dinamika podstrukture z vsemi prosto-
stnimi stopnjami, se upošteva le najbolj relevantne lastne oblike za potrebe analize.
Izpeljava modalne sinteze komponent je povzeta po [1] in [2]. Modalna sinteza kompo-
nent temelji na zapisu enačb gibanja za posamezno podstrukturo s:
M(s)ü(s)(t) +K(s)u(s)(t) = f (s)(t) + g(s)(t), (2.1)
kjer je M masna matrika, K togostna matrika, u vektor prostostnih stopenj, g vektor
povezovalnih sil ter f vektor zunanjih obremenitev na obravnavano komponento s. V
nadaljevanju bosta časovna odvisnost in identifikacija podstrukture s zaradi pregledno-
sti izpuščeni.
Vektor pomikov u razdelimo na pomike v notranjosti strukture ui in pomike ub, ki







Poudariti je potrebno, da z izbiro ui in ub izberemo tudi tip redukcijske metode.
Uporabljena Craig-Bamptonova metoda spada med metodo fiksnih povezav, kjer so
ui prostostne stopnje pomikov, ki niso v stiku s sosednjimi podstrukturami, ter ub
predstavlja prostostne stopnje, ki so v kontaktu s sosednjimi podstrukturami.










Naslednji korak v redukciji je zmanjšanje prostostnih stopenj v modelu. Prostostne
stopnje zmanjšamo na prostostnih stopnjah pomikov ui, ki niso v stiku z ostalimi
podstrukturami. Obstoječe prostostne stopnje modela zamenjamo z naborom genera-
liziranih prostostnih stopenj. Z redukcijo moramo zajeti dinamske in statične lastne
oblike. Statične lastne oblike zajamejo interakcijo s podstrukturami v kontaktu, med-
tem ko dinamske lastne oblike zajamejo lastno dinamiko obravnavane podstrukture.
Odziv lahko razdelimo na statičen in dinamičen del:
ui = ui,stat + ui,din. (2.4)













Ob upoštevanju, da ni zunanjega vzbujanja prostostnih stopenj fi = 0, je rešitev za
statičen odziv:
ui,stat = −K−1ii Kibub = Ψub, (2.6)
kjer so Ψ statične lastne oblike podstrukture.
Dinamski odziv podstrukture ui,din, z izbranim m dinamskih lastnih oblik, omogoča




Φjηj = Φη. (2.7)
Pri reduciranem modelu moramo biti pozorni, da upoštevamo zadostno število lastnih
oblik m, ki natančno popišejo obravnavano podstrukturo.
Na koncu je aproksimirani vektor notranjih prostostnih stopenj pomikov enak:
ui ≈ Ψub +Φη. (2.8)
V kolikor obdržimo del prostostnih stopenj, ki so v kontaktu s preostalimi podstruk-
turami, dobi redukcija obliko:














Reducirane koordinate ũ imenujemo tudi set generaliziranih prostostnih stopenj. Re-
ducirane prostostne stopnje nato vstavimo v enačbo (2.1) gibanja podstrukture:
MR ¨̃u+KRũ = f + g + r, (2.10)
kjer je r preostanek sil zaradi aproksimacije vektorja prostostnih stopenj. Ob upošte-
vanju predpostavke, da mora biti preostanek sil enak nič oziroma RTr = 0, dobimo
reducirane enačbe gibanja posamezne komponente:
M̃ ¨̃u+ K̃ũ = f̃ + g̃. (2.11)
Dosedanja izpeljava velja za vse metode redukcije podstruktur. Razlikujejo se le glede
na izbiro redukcijske matrike R in s tem na izbiro statičnih in dinamskih lastnih oblik.
Poudariti je potrebno, da bo bil reducirani model z manj prostostnimi stopnjami bolj
tog ter bo posledično imel višje lastne frekvence. V nadaljevanju bo predstavljena
Craig-Bamptonova metoda, s katero se izvede modalna redukcija sistema v program-




Craig-Bamptonova metoda [3] razdeli prostostne stopnje pomika na notranje ui in
robne ub prostostne stopnje. Notranje prostostne stopnje podstrukture so aproksimi-
rane kot:
ui ≈ Ψcub +Φiηi, (2.12)
kjer so Φi fiksne dinamske oblike in Ψi statične omejitvene lastne oblike obravnavane








































kjer so posamezni deli:
K̃bb = Kbb −KbiK−1ii Kib
M̃bb = Mbb −MbiK−1ii Kib −KbiK−1ii Mib +MbiK−1ii MiiK−1ii Kib
= Mbb −MbiΨc +ΨTc Mib +ΨTc MiiΨc
M̃Φb = Φ
T







f̃b = fb −KbiK−1ii fi = ΨTc fi.
(2.15)
Glavna prednost Craig-Bamptonove metode je enostaven in direkten izračun reduk-
cije, hkrati pa obdržimo kontaktne prostostne stopnje ub, kar nam omogoča enostavno
sklapljanje podstruktur. V primeru spremembe kontaktne točke je potreben ponovni
izračun celotne redukcije, kar je glavna slabost metode.
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2.2. Analitični model kotalnega ležaja
Za uspešno modeliranje hrupa ob udaru kotalnih elementov z obroči ležaja je ključnega
pomena poznavanje kinematike in sil med kotalnimi elementi in obroči ležaja. Ležaj
sicer lahko v celoti modeliramo z metodo končnih elementov, vendar bi to rezultiralo v
model z velikim številom prostostnih stopenj. Drugi način, s katerim lahko popišemo
ležaj, je uporaba analitičnega modela ležaja, ki nadomesti ležaj s togostno matriko ter
s tem znatno skrajša potrebne računske čase.
Prvi analitični model ležaja, ki ni bil modeliran le kot vzmet in dušilka, je bil postavljen
s strani avtorjev Lim in Singh [4] leta 1990. Analitični model je popisal ležaj s togostno
matriko dimenzij 6x6, ki je izračunana glede na obremenitev ležaja. Matematični model
upošteva nelinearno zvezo med obremenitvijo in deformacijami, kjer upošteva Hertzovo
kontaktno teorijo in omogoča popis prenosa vibracij iz gredi prek ležajev na ohišje (tudi
izven).
V nadaljevanju bo na kratko predstavljena izpeljava matematičnega modela ležaja ter
njegove predpostavke. Skice in postopek izpeljave modela so povzeti po [5]. Na sliki
2.1 je shematski prikaz ležaja in obremenjene gredi, skupaj s pripadajočimi pomiki
























Predstavljeni model ležaja temelji na naslednjih predpostavkah:
1. Med notranjim obročem, kotalnim elementom in zunanjim obročem imamo pri
krogličnih ležajih eliptično kontaktno površino, pri valjčnih ležajih pa pravokotno.
2. Kontaktni kot se pri obremenjenih krogličnih ležajih spremeni, medtem ko pri
obremenjenih valjčnih ležajih ostane nespremenjen.
3. Vsak ležaj je kinematično in oblikovno popisan z naslednjimi parametri (s temi
parametri je tudi definirana togostna matrika):





– polmer od središčnice do centra ukrivljenosti kotalne površine notranjega obroča
pri krogličnih ležajih in sredinski polmer pri valjčnih ležajih.
4. Srednje vrednosti pomikov in zasukov so definirane kot relativni pomik/zasuk
med notranjim in zunanjim obročem ležaja. Model predpostavlja, da so v sta-
cionarnem stanju časovno odvisna nihanja pomikov zanemarljiva s srednjo vre-
dnostjo pomikov, tako upoštevamo samo srednje vrednosti pomikov in zasukov.
5. Kontakti med kotalnimi elementi in obema obročema so popisani s Hertzovo
kontaktno teorijo, obremenitev posameznega kotalnega elementa pa je definirana
z njegovo relativno lokacijo med obema tečinama.
6. Položaj kotalnih elementov enega napram drugem ostaja nespremenjen (toga
kletka).
7. Centrifugalna sila in žiroskopski efekti so zanemarjeni.
8. Ležaj je brez maziva, zanemarimo tribološke vplive.
9. Togost zasuka v smeri z je enaka nič, posledično togostna matrika vsebuje 5x5
efektivnih členov.
2.2.2. Izpeljava togostne matrike
Obremenitveni vektor na obravnavani ležaj označimo z fbm in pripadajoči vektor po-
mikov in zasukov s qbm. Poudariti je potrebno, da na obremenitveni vektor ležaja fbm,






















Slika 2.2: Obremenitev in dimenzije kotalnega ležaja [5].






Če za j-ti kotalni element izrazimo normalni δnj in radialni pomik δrj:
δnj =δzbm + rj(βxbm sinψj − βybm cosψj)
δrj =δxbm cosψj + δybm sinψj − rc,
(2.17)
kjer je rj oddaljenost od središča do centra ukrivljenosti kotalne površine notranjega
obroča pri krogličnih ležajih oz. predstavlja sredinski polmer, pri valjčnih ležajih pa
predstavlja sredinski polmer. Simbol rc predstavlja radialno zračnost. Kontaktni kot




δ∗nj = A0 sinα0 + δnj δ
∗
rj = A0 cosα0 + δrj, (2.18)
kjer je αj = α0 za kotalne ležaje ter A0 predstavlja razdaljo med centroma ukrivljenosti
zunanjega in notranjega obroča v neobremenjenem stanju. Obremenjena razdalja med






z upoštevanjem kinematike krogličnega ležaja definiramo še:
δB(ψj) = δBj =
{
A(ψj)− A0 δBj > 0
0 δBj ≤ 0 . (2.20)
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kjer je n konstanta v primeru krogličnih ležajev 3/2 ter v primeru valjčnih 10/9. Z
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Togostna matrika ležaja je sestavljena iz 15, medsebojno različnih, togostnih koefici-














Togostno matriko ležaja izračunamo numerično. V kolikor poznamo obremenitveni
vektor ležaja fbm, sprva izračunamo vektor pomikov ležaja qbm, kjer moramo rešiti
nelinearen sistem enačb. Sistem enačb rešujemo iterativno z uporabo Newton-Raphson
metode. Iz izračunanih pomikov pa lahko izračunamo togostne koeficiente.
Knjižnica za predstavljeni model ležaja, ki omogoča preračun njegove togostne matrike,
je bila razvita v laboratoriju Ladisk. Knjižnico smo uporabili v programskem paketu
ANSYS pri zapisu numeričnega modela preizkuševališča.
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2.3. Analitični model zvoka ob trku dveh kroglic
Kotalni elementi v primeru krogličnih ležajev so kroglice. Zanima nas zvok, ki se pojavi
ob trku kroglic z obročem ležaja. S tem namenom najprej obravnavamo primer zvoka
ob trku dveh kroglic. Na takšnem elementarnem primeru bomo nato verificirali naš
numerični model zvoka ob trku kroglic z obročem.
Analitični model za izračun zvoka, ki se pojavi ob trku dveh kroglic, sta izpeljala in tudi
eksperimentalno validirala avtorja Koss in Alfredson [6] leta 1973. V nadaljevanju sta
avtorja podala tudi normalizirane rezultate modela [7]. Rezultati analitičnega modela
so bili tudi primerjani z numeričnimi rezultati analize z metodo končnih elementov [8].
Analitični model hrupa je bil uporabljen za napovedovanje maksimalnega zvočnega
tlaka pri strojnem kovanju [9].
Shematski prikaz trka je prikazan na sliki 2.3. Kroglica št. 1 sprva miruje, nato v njo
trči kroglica št. 2 s hitrostjo v0. Pri modeliranju zvoka, ki nastane ob samem trku kro-
glic, je potrebno obvladovati sam kontakt med njima, kot tudi sevanje zvoka in njegovo
širjenje po okoliškem mediju (zrak). Kontakt med kroglicama je modeliran s Hertzovo
kontaktno teorijo. Pri sevanju zvoka je bila posamezna kroglica predpostavljena kot
dipolni izvor, pri čemer predpostavimo, da ves zvok nastane le zaradi trenutnega tran-
slacijskega pomika ob trku in ne zaradi vibracij posamezne kroglice. Celotno zvočno
polje pa je izračunano kot ustrezna vsota obeh izvorov. Vpliv odboja zvoka med krogli-
cama je v modelu zanemarjen. V nadaljevanju je predstavljena izpeljava analitičnega





Kroglica 2 Kroglica 1




Ena izmed teorij, s katero lahko popišemo kontaktne pogoje ob trku, je osnovna Her-
tzova kontaktna teorija. Le-ta predpostavi, da sta telesi v kontaktu iz idealno elastič-
nega izotropnega materiala in imata popolnoma gladki kontaktni površini. Detaljna
izpeljava teorije je podana v [10], v nadaljevanju bodo podane le končne, že izpeljane
enačbe. Sila v kontaktu je definirana z enačbo (2.21), v primeru stika dveh kroglic ali
kroglice z ravno ploščo je konstanta n = 3/2. Togostni koeficient v primeru trka dveh











kjer sta r1 in r2 polmera sfer v kontaktu ter En njuna nadomestna elastična modula,





kjer je E modul elastičnosti in ν Poissonov količnik. V primeru trka kroglice z ravno



























kjer sta m1 in m2 masi kroglic v kontaktu ter v0 relativna hitrost med sferama. V pri-




























)] 15 , (2.30)










Časovno odvisnost sile med samim trkom lahko predpostavimo kot pol-sinusni impulz.















Akustična valovna enačba popiše širjenje zvoka po zraku. Gre za parcialno diferencialno






kjer je ∇2 Laplaceov operator, ϕ hitrostni potencial, c zvočna hitrost ter t čas. Zvočni










kjer je r razdalja do katerekoli točke v prostoru. Prednost reševanja valovne enačbe
s hitrostnim potencialom je ravno v enostavni definiciji zvočnega tlaka p in hitrosti
delcev v. V kolikor bi rešili valovno enačbo za zvočni tlak, ni mogoč izračun hitrosti
delcev ter obratno.
Hitrostni potencial nihajoče kroglice radija a, s krožno frekvenco ω in poljubne hitrosti
v(ω) [11], je definiran z izrazom:









2(1 + ika)− k2a2
] k = ω
c
. (2.36)
V kolikor je hitrost sfere posledica enotskega impulza, je Fourierjeva transformacija
hitrosti kroglice:




kjer je δ(ω) Dirac-ova delta funkcija. Če vstavimo definicijo hitrosti v enačbo (2.36) in
rešimo integral, dobimo:































Hitrostni potencial sfere ob pol-sinusnem impulzu izračunamo s konvolucijskim inte-








∗ F (τ)dτ, (2.39)
12
Teoretične osnove
kjer je τ spominska časovna spremenljivka. V izrazu zamenjamo F (τ) z enačbo (2.32)
ter impulzno prenosno funkcijo I(t′− τ) z enačbo (2.38). Zaradi enostavnejšega zapisa
uvedemo novi spremenljivki t′ = t− (r − a)/c ter l = c/a in dobimo:

























kjer je B zgornja meja pri integraciji. Ker trk med sferama traja le določen čas,
razdelimo celoten čas na čas med samim trkom in čas po koncu trka:
B = t′ 0 ≤ t′ ≤ d;
B = d t′ > d.
Enačbo (2.40) rešimo tako, da nadomestimo trigonometrične izraze z eksponentnimi in
integriramo. Rešitev integracije je:










cos l(t′ − τ)
(
4lb2 sin bτ − 8l3 sin bτ+




4b3 cos bτ − 4lb2 sin bτ − 8l3 sin bτ
)


































Vstavimo prvo mejo B = t′ in dobimo hitrostni potencial za čas 0 < t′ < d:























































Za čas t′ > d vstavimo drugo mejo B = d, dobimo hitrostni potencial po trku:

























t′ − d− π
2l
)
+ 4b3 sin l
(




































Zvočni tlak je definiran z enačbo (2.34). Izračunamo odvod in dobimo izraz, ki popiše
zvočni tlak med trkom 0 ≤ t′ ≤ d:














cos bt′ + 8b2l2 sin bt′
]
−
















































Izračunamo še zvočni tlak po koncu trka t′ > d:



































































Enačbi (2.44) ter (2.45) definirata zvočni tlak okoli posamezne kroglice ob pol-sinusnem































































































































Slika 2.5: Zvočni tlak okoli kroglice; a) Čas t′ = 350µs, b) Čas t′ = 400µs.
Skupni zvočni tlak ob trku predstavlja vsoto zvočnih tlakov obeh kroglic. Zaradi
lažjega seštevanja definiramo nov koordinatni sistem, kot je prikazano na sliki 2.7,
ki se nahaja na kontaktu obeh kroglic. Razdaljo od središča posamezne kroglice do
položaja mikrofona izračunamo z izrazom:
r1 =
√(















kjer sta r1 ter r2 razdalji od položaja mikrofona do centra prve in druge kroglice, kot je
prikazano na sliki 2.6. Zasuk do posamezne kroglice θ1 ter θ2 med lokacijo mikrofona
























Slika 2.6: Obremenitev in dimenzije kotalnega ležaja.
V kolikor želimo sešteti zvočni tlak, moramo sprva izračunati zamik med zvočnimi
valovi iz posamezne kroglice. Poudariti je potrebno, da lahko zvočne valove direktno
seštejemo le pri kotu θ = ±90◦, saj le v tem položaju zvočni valovi iz obeh kroglic
prispejo istočasno. Časovni zamik med zvokom posamezne kroglice v položaju θ = 0◦,
prikazanim na sliki 2.7, je čas, ki ga zvok potrebuje, da prepotuje razdaljo a-b-c-d.
Aproksimirano vrednost le-tega izračunamo z enačbo:
Td =




Porazdelitev zvočnega tlaka v prostoru je tako definirana z izrazom:
p(r, θ, t) = p(r1, θ1, t
′) + U(t′ − Td) p(r2, θ2, t′), (2.49)
kjer je U(t′−Td) enotska skočna funkcija, ki ima vrednost 1, kadar je Td < t. Poudariti
je potrebno, da je čas zamika odvisen tudi od lokacije mikrofona.







Slika 2.7: Najkrajša pot od sfere 2 do lokacije mikrofona pri kotu θ = 0◦.
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Zaradi zanemarljivega vpliva zraka na kroglici je bil le-ta v analitičnem modelu po-
sledično zanemarjen. Tako lahko problem trka dveh kroglic obravnavamo popolnoma
ločeno od akustičnega problema. Zanemarjen je tudi vpliv odboja zvočnih valov med
kroglicami na časovni potek zvočnega tlaka.
Na sliki 2.8 je prikazan časovni potek vsote zvočnega tlaka iz obeh kroglic na lokaciji
r = 0.1m in θ = 0◦. Sprva prispe do mikrofona tlačni del valu od prve kroglice. Z
zamikom Td ≈ 200µs prispe zvočni tlak od kroglice 2.


















Slika 2.8: Potek zvočnega tlaka pri trku dveh enakih kroglic na lokaciji θ = 0◦ in
r = 0.1m (m = 535g, a = 25mm, v0 = 0.28m/s2).
Na sliki 2.9 je prikazan časovni potek vsote zvočnega tlaka na lokaciji r = 0.1m in
θ = 0◦. Amplituda zvočnega tlaka z oddaljevanjem od kroglic pada.




















Slika 2.9: Potek zvočnega tlaka pri trku dveh enakih kroglic na lokaciji θ = 0◦ in
r = 0.5m (m = 535g, a = 25mm, v0 = 0.28m/s2).
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2.4. Metoda končnih elementov v akustiki
Širjenje zvoka po zraku popiše valovna enačba, pri čemer gre za parcialno diferencialno
enačbo. Analitično rešitev širjenja lahko izračunamo le v primeru enostavne geome-
trije (pravokotniki, krogi, sfere ipd.). V kolikor je geometrija obravnavanega problema
bolj kompleksna ter analitična rešitev sistema ni enostavno določljiva, ali pa v neka-
terih primerih sploh ni mogoča, je bolj smiselno iskati rešitev problema z numeričnimi
metodami.
Metoda končnih elementov MKE (ang. Finite Element Analysis) je metoda numerič-
nega reševanja parcialnih diferencialnih enačb. MKE je prvič, za reševanje akustičnega
problema, uporabil Gladwell [12] leta 1965. V nadaljevanju je predstavljena izpeljava
sistema enačb za MKE za reševanje akustičnega problema. Izpeljava in predpostavke
so povzete po [13] ter [14].
2.4.1. Izpeljava sistema enačb za simuliranje zvoka na osnovi
MKE
Vodilne enačbe za širjenje zvoka v zraku, ki služijo kot osnova MKE, izpeljemo iz
Navier-Stokesovih enačb in zakona o ohranitvi mase, ki jih poenostavimo z upošteva-
njem naslednjih predpostavk:
– zrak je stisljiv, sprememba gostote je posledica spremembe tlaka,
– gibanje delcev v zraku je relativno majhno,
– zanemarimo vpliv viskoznosti zraka (ang. Inviscid Flow),
– nevrtinčen tok zraka (ang. Irrotational Flow),
– brez volumskega pretoka zraka,
– zanemarimo dušenje.




+∇p(t) = 0, (2.50)
konstitutivna enačba:








kjer je ρ0 gostota zraka, ur(t) pomik delcev zraka, ρF(t) dinamična gostota, c hitrost
zvoka v zraku, ∇ gradient spremenljivke ter qF(t) masni tok na enoto volumna. V
nadaljevanju izpeljave bo časovna odvisnost zaradi preglednosti izpuščena.
V kolikor odvajamo kontinuitetno enačbo (2.52) po času in upoštevamo zvezo med





















− c2∇2p = c2∂qF
∂t
, (2.54)
kjer je ∇2 Laplaceov operator. Integralsko obliko diferencialne enačbe dobimo z mno-









dV = 0, (2.55)


















kjer je nF normalni vektor površine na robu fluida usmerjen navzen. Znotraj posame-
znega končnega elementa aproksimiramo potek zvočnega tlaka z enačbo:
p = NFpF, (2.57)
kjer je NF vektor oblikovnih funkcij ter pF vektor vrednosti zvočnega tlaka v posa-
meznem vozlišču končnega elementa. Z upoštevanjem Galerkinove metode definiramo
poljubno funkcijo vF kot:
vF = NFcF, (2.58)
v kolikor vstavimo enačbi (2.57) in (2.58) v šibko integralsko obliko (2.56) ter upošte-
vamo, da je cF poljuben vektor, dobimo:∫
ΩF




















Sistem enačb zapišemo še v matrični obliki:
MFp̈F +KFpF = fS + fq, (2.60)
































2.4.2. Tipi končnih elementov
Akustične analize v okviru te naloge so izvedene v programskem paketu ANSYS. AN-
SYS ponuja več različnih končnih elementov za modeliranje akustičnih problemov. V
preglednici 2.1 so zbrani vsi tipi končnih elementov, ki za primarno spremenljivko v
vozliščih uporabljajo zvočni tlak. ANSYS omogoča uporabniku dva grafična vmesnika,
in sicer ANSYS Workbench ter ANSYS Mechanical APDL. ANSYS Workbench omo-
goča akustične analize le s 3D končnimi elementi, zato bodo v nadaljevanju opisani le
3D elementi za akustične analize. Opisi posameznih elementov so povzeti po [15].
Preglednica 2.1: Končni elementi v programskem paketu ANSYS za izvedbo akustičnih
analiz.
ime elementa 2D/3D vozlišča opis
FLUID29 2D 4 ravninski KE
FLUID129 2D 2 linijski KE (neskončni robni pogoj)
FLUID30 3D 8 heksaedrični KE
FLUID130 3D 4,8 ravninski KE (neskončni robni pogoj)
FLUID220 3D 20 heksaedrični KE
FLUID221 3D 10 tetraedrični KE
2.4.2.1. FLUID30
FLUID30 je 3D heksaedrični končni element z osmimi vozlišči. Oblika končnega ele-
menta je shematsko prikazana na sliki 2.10. Ker nima vozlišč med stranicami, je
interpolacija zvočnega tlaka znotraj elementa linearna. Posamezno vozlišče ima eno
prostostno stopnjo, ki je zvočni tlak, ter možnost dodanih treh prostostnih stopenj
pomika v posamezni smeri (x, y in z os). Zaradi možnosti dodanih prostostnih sto-
penj pomika lahko modeliramo tudi stik fluida s strukturo FSI (ang. Fluid Structure
Interaction).




FLUID130 je 3D končni element, ki se uporablja za modeliranje neskončnega robnega
pogoja okoli ostalih 3D elementov (FLUID30, FLUID220 in FLUID221). Oblika končnega
elementa je shematsko prikazana na sliki 2.11. Element ima lahko 4 vozlišča, v kolikor
ga povežemo z linearnimi elementi, ter 8, v kolikor se poveže z elementi višjega reda.
Posamezno vozlišče ima le eno prostostno stopnjo.
Slika 2.11: Shematski prikaz elementa FLUID130 [16].
2.4.2.3. FLUID220
FLUID220 je 3D heksaedrični končni element z 20-imi vozlišči. Oblika končnega ele-
menta je shematsko prikazana na sliki 2.12. Element ima na sredini posamezne stranice
dodatno vozlišče, zato je interpolacija zvočnega tlaka po elementu kvadratična. Ele-
ment omogoča tudi FSI interakcijo.




FLUID221 je 3D tetraedrični končni element z 10-imi vozlišči. Oblika končnega elementa
je shematsko prikazana na sliki 2.13. Element je podoben FLUID220, saj ima ravno tako
kvadratično interpolacijo zvočnega tlaka po samem elementu. Element, ravno tako kot
FLUID220, omogoča FSI interakcijo. Element je uporaben pri kompleksni geometriji,
kadar mreženje s heksaedričnimi elementi ni možno.
Slika 2.13: Shematski prikaz elementa FLUID221 [16].
2.4.3. Vpliv gostote mreže KE





kjer je c hitrost zvoka in f vzbujevalna frekvenca. Pri analizi akustičnega problema z
MKE moramo biti pozorni na razmerje med valovno dolžino λ in velikostjo končnega
elementa.
Priporoča se, da se v primeru mreženja območja s končnimi elementi višjega reda,
kot sta FLUID220 in FLUID221, uporabi najmanj 6 elementov na valovno dolžino. V
primeru linearnih končnih elementov, kot je FLUID30, pa je priporočljivo uporabiti 12
elementov na valovno dolžino.
V kolikor je vzbujevalna frekvenca f = 10kHz, je potem valovna dolžina zvočnega





10 · 103Hz ≈ 34.6mm.
Tako je ob predpostavljeni vzbujevalni frekvenci in predvideni temperaturi zraka lahko
največji končni element v primeru uporabe linearnih elementov l = 2.8mm in v primeru
končnih elementov višjega reda l = 5.6mm.
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Cilj naloge je razvoj numeričnega modela ležaja za napovedovanje hrupa, ki je posle-
dica udarjanja kotalnih elementov z obroči ležajev. Obravnavani bodo kroglični ležaji,
katerih kotalni elementi so kroglice. Na sliki 3.1a je shematsko prikazan ležaj s pove-
čano radialno zračnostjo. Tipične vrednosti radialne zračnosti so podane v preglednici
3.1 za gredi premera 6-50mm in vse razrede zračnosti. V kolikor je ležaj obremenjen
s konstantno obremenitvijo, ne pride do udara med kroglicami in obroči, saj so kro-
glice vedno v kontaktu z obroči ležaja. V primeru neugodne obremenitve, kadar se
zgodi sprememba smeri obremenitve v radialni smeri, pa kotalni elementi v trenutku,
ko je rezultanta sil v radialni smeri enaka nič, izgubijo kontakt z obroči. Ob ponovni





Slika 3.1: Ležaj s povečano zračnostjo; a) Radialna zračnost ležaja δ, b) Udar
kotalnega elementa v obroč ležaja.
Velikosti kroglic v ležaju so relativno majhne, npr. v primeru krogličnega ležaja 6002
(premer gredi ds = 15mm) je premer kroglice v ležaju dB = 4.763mm. Lastna dinamika
tako majhne kroglice je zelo visoka, prva lastna frekvenca se pojavi pri fB1 ≈ 500kHz,
lastna oblika pri tej frekvenci je prikazana na sliki 3.2c. Iz tega sledi, da v kolikor bi
se ob udarcu kroglice v obroč vzbudila lastna dinamika kroglice, bi se generiral zvok
le v ultrazvočnem območju. O ultrazvočnem območju govorimo pri frekvencah nad
slušnim območjem ljudi, ki velja za frekvence v območju med 12Hz in 20kHz. Enako
kot za kroglice, velja tudi za zunanji in notranji obroč ležaja. Prva lastna frekvenca
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zunanjega obroča je fN1 ≈ 195kHz, v kolikor predpostavimo togo povezavo med ohišjem
in obročem. Prva lastna oblika zunanjega obroča je prikazana na sliki 3.2a. Podobno
lahko predpostavimo tudi za notranji obroč, da je notranji rob obroča v togi zvezi
z gredjo. Prva lastna frekvenca je potem fZ1 ≈ 220kHz, pripadajoča lastna oblika
je prikazana na sliki 3.2b. Ker je lastna dinamika kroglic in obročev veliko višja od
slušnega območja, lahko predpostavimo, da je zvok v slišnem območju generiran le s
togimi premiki kroglice ob udarcu.
(a) (b) (c)
Slika 3.2: Prva lastna oblika glavnih elementov ležaja; a) Zunanji obroč
fZ1 ≈ 220kHz, b) Notranji obroč fN1 ≈ 195kHz, c) Ležajna kroglica fB1 ≈ 500kHz.
V kolikor želimo simulirati hrup, ki se zgodi ob togem premiku kroglice, moramo sprva
poznati kinematiko obravnavane kroglice. S tem namenom je bil sprva postavljen nu-
merični model za napovedovanje zvoka ob trku dveh kroglic ter validiran z analitičnim
modelom, predstavljenim v podpoglavju 2.3. Trk kroglice je bil eksperimentalno vali-
diran s preprostim eksperimentom, kjer se je kroglica spustila z znane višine na ravno
ploščo. Z mikrofonom smo posneli časovni potek tlaka po trku kroglice s ploščo. Posnet
zvočni tlak je bil primerjan z numeričnim izračunom. Za končno validacijo numerič-
nega modela je bilo razvito tudi preizkuševališče, ki omogoča nadzorovano udarjanje
kotalnih elementov v obroč ter s tem nastop obravnavanega hrupa.
Preglednica 3.1: Radialna zračnost krogličnih ležajev.
premer gredi C2 CN C3 C4 C5
D [mm] δC2 [µm] δCN [µm] δC3 [µm] δC4 [µm] δC5 [µm]
od do min max min max min max min max min max
6 10 0 7 2 13 8 23 14 29 20 37
10 18 0 9 3 18 11 25 18 33 25 45
18 24 0 10 5 20 13 28 20 36 28 48
24 30 1 11 5 20 13 28 23 41 30 53
30 40 1 11 6 20 15 33 28 46 40 64
40 50 1 11 6 23 18 36 30 51 45 73
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3.1. Dinamski model preizkuševališča
Za uspešno modeliranje hrupa ob udarcu kotalnih elementov v obroč je ključnega po-
mena validiran dinamski model preizkuševališča. Zanima nas časovni potek rezultante
sil na obravnavani ležaj. S tem namenom smo dinamske lastnosti preizkuševališča
preračunali v programskem paketu MSC Adams, ki omogoča simuliranje dinamike sis-
tema togih in prožnih teles. V modelu upoštevamo tudi togost gredi in ohišja, pri
čemer pa smo zaradi učinkovitosti numerične integracije uporabili modalno redukcijo.
Model reduciramo v programskem paketu ANSYS z ukazom Adams, ki reducira model
na podlagi Craig-Bamptonove metode modalne redukcije, ki je opisana v podpoglavju
2.1.1. Ležaj je bil v sistemu modeliran z analitičnim modelom, ki je opisan v po-
glavju 2.2. Uporaba reduciranih modelov in analitičnega modela ležaja nam omogoča
učinkovito analizo dinamike preizkuševališča.
Na sliki 3.3 je prikazan potek modeliranja dinamskega modela. Sprva izrišemo 3D mo-
del preizkuševališča, ki ga nato uvozimo v programski paket ANSYS. Programski paket
ANSYS omogoča direktno povezavo z modelirnikom (ang. CAD Interface). Lahko pa
model izvozimo v enega izmed standardnih formatov, kot sta STEP (.stp) ali parasolid
(.x_t). V programskem paketu ANSYS sprva naredimo modalno analizo celotnega
sistema, kjer ležaja poenostavimo s togostno matriko, ki jo izračunamo ob neki nomi-
nalni obremenitvi. V kolikor lastna frekvenca celotnega sistema ustreza, uporabimo
modalno redukcijo, kjer upoštevamo le lastne oblike v frekvenčnem območju, ki nas
zanima. Rezultat modalne redukcije je .mnf datoteka (ang. Modal Neutral File), ki
jo nato uvozimo v MSC Adams kot fleksibilno telo (ang. Flexible Body). Uporaba
modalne redukcije je bolj podrobno predstavljena v nadaljevanju.
Po uvozu telesa v MSC Adams predpišemo še robne pogoje in vzbujanje na povezovalne
točke, ki smo jih že prej definirali pri modalni redukciji. Na robnih točkah, kjer je samo
preizkuševališče pripeto, upoštevamo idealno toge povezave. Na gredi, kjer vzbujamo
sistem s stresalnikom, pa predpostavimo idealno sinusno vzbujanje z ustrezno frekvenco
in amplitudo sile.




Slika 3.3: Diagram zapisa dinamskega modela preizkuševališča.
3.1.1. Izvedba modalne redukcije
Modalno redukcijo telesa v programskem paketu ANSYS dosežemo z uporabo APDL
ukaza Adams. Ukaz izvede modalno redukcijo modela z uporabo Craig-Bamptonove
metode. Rezultat redukcije je tako imenovano fleksibilno telo v .mnf datoteki, kjer je
zapisan reduciran model skupaj s povezovalnimi točkami. Povezovalne točke predsta-
vljajo robne prostostne stopnje, na katere potem v programskem paketu MSC Adams
povežemo obremenitve ali robne pogoje. Primer uporabe ukaza je prikazan na sliki 3.4.
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Sprva moramo predpisati enote, v katerih se bo zapisal reduciran model. Nato izbe-
remo povezovalne točke, katere morajo biti s strukturo povezane s togimi povezavami.
S tem, ko povežemo povezovalno točko z več vozlišči na sami strukturi, tudi zagoto-
vimo, da se sila v spoju porazdeli po celotni površini in ne samo v eno vozlišče. Na
koncu izvedemo ukaz, kjer izberemo le še število lastnih oblik, ki jih želimo upoštevati
v nadaljnjem izračunu v MSC Adams.
/UNITS ,Label ! Nastavljanje enot
NSEL ,... ! Izbira povezovalnih tock
Adams ,NMODES ,... ! Adams ukaz , generacija .mnf
Slika 3.4: Primer uporabe ukaza Adams.
Pri generiranju fleksibilnega telesa z uporabo ukaza Adams moramo biti pozorni, da
upoštevamo vsa priporočila, podana v [17]:
– povezovalno vozlišče mora imeti 6 prostostnih stopenj,
– sila mora biti aplicirana na površino in ne na posamezno vozlišče,
– povezovalne točke ne smejo biti skupaj ali povezane s povezovalnimi elementi in
enačbami (najbolj primerni končni elementi MPC184),
– vsi elementi morajo biti linearni, v primeru nelinearnih elementov so le ti linearizi-
rani,
– materialne lastnosti so lahko konstantne, linearne, izotropne, ortotropne in tempe-
raturno odvisne,
– dušenje je zanemarjeno,
– masa se porazporedi v vozlišča, zato mora biti mreža končnih elementov dovolj gosta.
Na sliki 3.5 je prikazana modalna redukcija enostavnega povezovalnega člena. Na prvem
delu slike je prikazan model v ANSYSu, kjer so z rdečo barvo prikazani MPC184 končni
elementi. Elementi služijo za popolno togo povezavo med povezovalno točko in vozlišči








Slika 3.5: Modalna redukcija enostavnega povezovalnega člena; a) Generacija




Akustična simulacija je bila izvedena na osnovi metode končnih elementov z uporabo
programskega paketa ANSYS. Znotraj programa so omogočene sledeče akustične ana-
lize:
– Modalna analiza, izračunamo lastne frekvence in oblike sistema.
– Harmonska analiza, izračunamo odziv sistema na podlagi sinusnega vzbujanja.
– Tranzientna analiza, izračunamo časovni potek odziva sistema, na podlagi poljub-
nega vzbujanja.
– Spektralna analiza, izračunamo odziv sistema na podlagi frekvenčnega spektra
vzbujanja.
Za simuliranje časovnega poteka zvočnega tlaka ob trku kroglice v obroč ležaja upora-
bimo tranzientno analizo, saj nas zanima časovni potek zvočnega tlaka po trku kroglice
z obročem ležaja. Pri tranzientni analizi moramo biti pozorni na časovni korak pri sami
analizi. V kolikor bi želeli obravnavati celotno slišno območje (do 20kHz), bi moral biti
časovni korak največ 2.5µs. Takšen časovni korak je ekvivalenten 40kHz frekvenci
zajemanja, kar po Nyquistovem kriteriju zadošča za zajem frekvenc do 20kHz.
V nadaljevanju so predstavljeni robni pogoji, ki smo jih uporabili pri akustični simu-
laciji.
3.2.1. Robni pogoji
– Pospešek površine (ang. Surface Acceleration)
Robni pogoj predpiše pospešek v posamezni smeri na izbrani površini. Robni pogoj
lahko predpišemo le na robu akustičnega telesa.
– Neskončna meja (ang. Radiation Boundary)
Neskončni robni pogoj uporabljamo na zunanjih površinah akustičnega telesa, kjer
želimo absorbirati zvočne valove, in s tem postaviti tako imenovan neskončni robni
pogoj.
– Absorpcijska površina (ang. Absorption Surface)
Absorpcijsko površino uporabljamo, kadar želimo simulirati absorpcijo vpadlih zvoč-





kjer je Iabs absorbirana zvočna moč in Ivp vpadla zvočna moč. Absorpcijski koeficient





Za potrebe validacije numeričnega modela, tako dinamičnega kot tudi akustičnega, se
je izdelalo enostavno laboratorijsko preizkuševališče. Namen preizkuševališča je de-
monstrirati pojav udarjanja kotalnih elementov v obroč ležaja. V nadaljevanju sta
predstavljena dva koncepta, skupaj z njunimi prednostmi in slabostmi. Prvi koncept
skuša prikazati pojav udara, kakor se pojavi v realni aplikaciji, tj. pralni stroj. Drugi
koncept pa predstavlja še bolj poenostavljeno preizkuševališče, na katerem lahko na-
tančneje kontroliramo radialno obremenitev ležaja ter s tem nastop udara kroglic ob
obroč ležaja.
3.3.1. Koncept 1
Prvi koncept preizkuševališča temelji na konstrukciji pralnega stroja. Pri obratovanju
pralnega stroja lahko pride do neugodne razporeditve perila, ki rezultira k visokem
debalansu. Pri tovrstnem obratovanju so ležaji izpostavljeni velikim spremenljivim ra-
dialnim obremenitvam. Udarjanje kotalnih elementov ležaja se pojavi le v določenem
območju obratovanja, in sicer ko s hitrostjo vrtenja preidemo v območje lastne fre-
kvence sistema. Tedaj se lahko zgodi, da radialna obremenitev pade na nič. Shema
preizkuševališča je prikazana na sliki 3.6. Postavitev ležajev in obremenitev gredi je
enaka kot v samem pralnem stroju. Obravnavani ležaj št. 1 ima povečano zračnost
C3, ležaj št. 2 pa ima normalno zračnost. Ekscentrično oz. dinamsko obremenitev
dosežemo z izbiro ustreznih ekscentričnih mas m1 in m2. Ustrezne modalne parametre
sistema definiramo prek modifikacije debeline d, s katero prilagodimo togost ohišja. S










Slika 3.6: Shematski prikaz preizkuševališča, koncept 1.
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Na sliki 3.7 je prikazana definicija robnih pogojev v numeričnem modelu pri izvedbi
modalne analize. Z rumeno barvo so prikazana vpetja ohišja, v vozliščih so fiksirani
pomiki v vseh treh smereh. Z rdečo barvo so označena mesta, kjer je pritrjena masa na
gredi. S črkama E in G sta označeni ekscentrični masi. S črko F je označena lokacija,








Slika 3.7: Robni pogoji modela preizkuševališča .
Na sliki 3.8 sta prikazani prvi dve lastni obliki preizkuševališča. V modelu sta ekscen-
trični masi velikosti m1 = m2 = 100g ter porazdeljena masa mv = 1000g. Dimenzije
preizkuševališča so prilagojene dimenzijam ležaja tipa 6002.
(a) (b)
Slika 3.8: Lastne oblike preizkuševališča; a) Prva lastna oblika f1 = 29, 1Hz, b) Druga
lastna oblika f2 = 29, 3Hz.
S predstavljenim konceptom preizkuševališča dosežemo, da pri prehodu čez območje
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prve lastne frekvence sistema, radialna obremenitev v ležajih doseže vrednost nič. V
tem trenutku bi kotalni elementi izgubili stik z obroči in bi prišlo do udara med kotal-
nimi elementi in obročem ležaja. Izkaže se, da so obremenitve v celotnem sistemu ob
prehodu v resonanco velike ter so s tem tudi pomiki preizkuševališča relativno veliki.
Ker želimo natančno izmeriti zvok, ki se generira ob udarcu, bi bilo takšno preizku-
ševališče neprimerno. Hrup, ki bi se pojavil zaradi samih vibracij ohišja, bi namreč
prevladoval, zaradi česar bi bilo praktično nemogoče izmeriti hrup kotalnih elementov
ležaja. Zaradi tega se je zasnoval drug tip preizkuševališča, na katerem lahko na bolj
kontroliran način dosežemo pojav udarjanja kotalnih elementov ob obroč ležaja.
3.3.2. Koncept 2
Drugi koncept je shematsko prikazan na sliki 3.9. Pri tem konceptu ne vzbujamo sis-
tema z vrtenjem gredi, ampak vzbujamo gred direktno s stresalnikom, s silo Fs. Enako
kot pri prvem konceptu je tudi tukaj obravnavani ležaj št. 1 s povečano zračnostjo
C3 in ležaj št. 2 z normalno zračnostjo. Glavna prednost takšne zasnove preizkuše-
vališča je v tem, da lahko na ležaj apliciramo natančno radialno obremenitev ter tako
dosežemo pojav trka kotalnih elementov v obroč ležaja. Dimenzije ohišja in gredi so
prilagojene za ležaj velikosti 6002. Pri omenjenem konceptu smo omejeni le z velikostjo




Slika 3.9: Shematski prikaz preizkuševališča, koncept 2.
Na sliki 3.10 je prikazano dejansko izdelano preizkuševališče. Preizkuševališče je iz-
delano tako, da imamo na obravnavanem ležaju št. 1 ohlapni ujem tako z ohišjem
kot tudi z gredjo. S tem zagotovimo enako zračnost ležaja, kot jo ima pred vgradnjo.
Ležaj št. 2 ima tesen ujem z ohišjem z namenom, da prednapnemo ležaj ter s tem
izničimo zračnost in preprečimo pojav udarjanja v ležaju št. 2. Zunanji obroč na obeh
ležajih je zlepljen skupaj z ohišjem z lepilom za cilindrične spoje. Enako je zalepljen
tudi notranji obroč na gred pri obeh ležajih. Z lepljenim spojem preprečimo možnost
pojava nezaželenega udarjanja obroča v ohišje oz. gred.
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Slika 3.10: Dejansko izdelano preizkuševališče, koncept 2.
3.4. Postavitev eksperimenta
Za potrebe validacije dinamskega in akustičnega modela smo na osnovi koncepta 2
postavili dejansko eksperimentalno preizkuševališče skupaj z merilno verigo, prikazano
na sliki 3.11. Z generatorjem signala generiramo sinusni signal željene frekvence. Si-
gnal nato preko ojačevalnika, na katerem nastavimo ojačanje, povežemo s stresalnikom.
Silo, s katero vzbujamo naš sistem, merimo s silomerom, nameščenim na osi, ki po-
vezuje stresalnik z gredjo preizkuševališča. Za potrebe validacije dinamskega modela
merimo pomike na gredi z dvema Bently senzorjema pomika. Zvok, ki se generira ob
udarcu kotalnih elementov, izmerimo z dvema mikrofonoma, ki sta postavljena, kot
je prikazano na sliki 3.12. Z laserskim vibrometrom merimo hitrost ležajne kletke.



















































































Slika 3.13: Postavitev eksperimenta s pripadajočo merilno opremo.
3.4.1. Uporabljena eksperimentalna oprema
3.4.1.1. Stresalnik LDS V406
LDS V406 je permanentno magnetni stresalnik. Stresalnik je prikazan na sliki 3.14.
Stresalnik omogoča poljubno sinusno, naključno ter impulzno vzbujanje. Uporabno fre-
kvenčno območje stresalnika je med 5Hz in 9kHz. Največja dovoljena sila pri sinusnem
vzbujanju je 196N in največji pomik stresalnika je 17.6mm.
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Slika 3.14: Stresalnik LDS V406.
3.4.1.2. IEPE Silomer PCB 208C04
Silomer 208C04 proizvajalca PCB je IEPE (ang. Integrated Electronics Piezo ELectric)
napajan senzor. Silomer je prikazan na sliki 3.15. Uporabno frekvenčno območje
silomera je do 36kHz, maksimalna obremenitev v tlaku je 4.4kN in v nategu 2.2kN.
Nominalna občutljivost senzorja je 1.2mV/N.
Slika 3.15: IEPE Silomer PCB 208C04.
3.4.1.3. IEPE Mikrofon PCB 130E21
Mikrofon 130E21 proizvajalca PCB je IEPE napajan senzor. Gre za predpolariziran
kondenzatorski mikrofon, z nominalno občutljivostjo 45mV/Pa, ki je prikazan na sliki
3.16. Uporabno frekvenčno območje mikrofona je med 20Hz in 20kHz.
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Slika 3.16: IEPE Mikrofon PCB 130E21.
3.4.1.4. Merilna kartica NI9234
Merilna kartica NI9234, prikazana na sliki 3.17, omogoča simultano zajemanje na 4-ih
kanalih s frekvenco vzorčenja do 51.2kHz na posamezen kanal, pri 24 bitni ločljivosti.
Merilna kartica ima merilno območje ±5V in omogoča tudi priklop različnih IEPE
senzorjev, kot so mikrofoni, pospeškomeri ter silomeri.
Slika 3.17: Merilna kartica NI9234.
3.4.1.5. Senzor pomika Bently 3300Xl NSv
Bently 3300Xl NSv senzor je magnetno-induktivni senzor za brezkontaktno merjenje
pomikov rotirajočih gredi. Senzor ima linearno občutljivost, vendar se njegova obču-
tljivost spreminja glede na:
– premer gredi,
– material gredi,
– razdaljo med senzorjem in gredjo.
Zaradi spremenljive občutljivosti glede na te parametre, smo senzor kalibrirali s pre-
nosnim vibracijskim kalibratorjem TMS 9110D. Na sliki 3.18 je prikazana kalibracija








Slika 3.18: Kalibracija senzorja pomika; a) Prenosni vibracijski kalibrator TMS
9110D, b) Postavitev Bently senzorja.
3.4.1.6. Laserski vibrometer Polytec PDV100
Polytec PDV100 je laserski vibrometer, ki deluje na podlagi Dopplerjevega efekta.
Laserski vibrometer omogoča brezkontaktno merjenje hitrosti med 0.5Hz in 22kHz na
razdaljah med 0.1m do 30m. Vibrometer omogoča tri različna merilna območja. Pri
najmanjšem merilnem območju je njegova občutljivost 5mms−1/V.




4. Rezultati in diskusija
Numerični model zvoka ob trku kroglice z obročem smo razvili postopoma. Začeli
smo na enostavnih elementarnih primerih, kjer smo naš model tudi validirali. Sprva
analiziramo zvok ob trku dveh enakih kroglic z analitičnim modelom, ki nam služi
za verifikacijo numeričnega modela na osnovi končnih elementov. Nadaljnje izvedemo
analizo trka kroglice z nepomično podlago, kar je podobno dejanskem udarjanju ko-
talnih elementov v obroč. S tem modelom tudi izvedemo validacijo našega modela
na osnovi meritev. Na koncu apliciramo numerični model zvoka ob trku na dejansko
preizkuševališče. Rezultate numeričnega izračuna primerjamo z izmerjenimi.
Pri vseh akustičnih simulacijah smo uporabili enake materialne lastnosti zraka. Vsi
uporabljeni parametri za zrak so zbrani v preglednici 4.1.
Preglednica 4.1: Materialni parametri zraka.
parameter enota vrednost
temperatura T [◦C] 20
gostota ρ [kg/m3] 1.2041
hitrost zvoka v0 [m/s2] 343.24
4.1. Zvočni tlak ob trku dveh enakih kroglic
Zvočni tlak ob trku dveh enakih kroglic je bil izračunan na dva načina. Sprva je bil
izračunan časovni potek zvočnega tlaka z numerično simulacijo v programskem paketu
ANSYS na osnovi metode končnih elementov. Upoštevani geometrijski in materialni
parametri so zbrani v preglednici 4.2. Pospešek kroglice ob trku je bil izračunan s
Hertzovo kontaktno teorijo.
Preglednica 4.2: Geometrijski in materialni parametri obeh kroglic.
parameter enota kroglica 1 in 2
modul elastičnosti E [GPa] 195
Poissonov količnik ν [/] 0.3
premer a [mm] 50
masa m [g] 535
37
Rezultati in diskusija
Na sliki 4.1 je prikazan numerični model, skupaj z definicijo robnih pogojev. Zaradi
hitrejšega izračuna smo upoštevali simetrijo v modelu in izračunali le eno šestnajstino
modela. S črkama A in B sta označeni površini kroglic, na katerih je predpisan robni
pogoj pospeška površine. Časovni potek pospeška površine je prikazan na sliki 4.2. S




Slika 4.1: Robni pogoji numeričnega modela zvoka ob trku dveh kroglic.



















Slika 4.2: Pospešek kroglice v kontaktu ob trku z enako kroglico (m = 535g,
a = 50mm, v0 = 0.15m/s2).
Časovni potek zvočnega tlaka, izračunan z analitičnim in numeričnim modelom (AN-
SYS), je prikazan na sliki 4.3. Na sliki je prikazan zvočni tlak na lokaciji θ = 0◦ in
razdalji r = 0.15m. Na sliki 4.4 je prikazan časovni potek zvočnega tlaka na lokaciji
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θ = 45◦ in enaki razdalji r = 0.15m. Potek zvočnega tlaka je narisan od trenutka, ko
zvočni val doseže obravnavano mesto, in ne glede na začetek trka kroglic.
Iz obeh lokacij, pri kotu 0◦ in 45◦, opazimo manjšo razliko med analitičnim in nume-
ričnim modelom. Do te razlike pride, ker analitični model ne upošteva odboja zvočnih
valov od posamezne kroglice.



















Slika 4.3: Potek zvočnega tlaka po trku na lokaciji θ = 0◦ in r = 0.15m.



















Slika 4.4: Potek zvočnega tlaka po trku na lokaciji θ = 45◦ in r = 0.15m.
Na sliki 4.5 je prikazano širjenje zvočnih valov po prostoru ob trku obravnavanih kroglic.
S kratico K1 je označena prva kroglica ter s K2 druga kroglica. Na sliki je prikazana
porazdelitev zvočnega tlaka okoli kroglic, sprva pri času 236µs in nato še pri času 340µs.
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Opazimo lahko, da je največja amplituda zvočnega tlaka negativna in se pojavi okoli
samega kontakta kroglic. Ko se zvočni valovi oddaljujejo od kroglic, njihova amplituda
pada. Na sliki 4.6 je prikazano nadaljnje širjenje zvočnih valov po prostoru, sprva ob













K1 K2 K1 K2
(a) (b)
Slika 4.5: Širjenje zvočnega tlaka po trku, izračunanega z numeričnim modelom; a)















Slika 4.6: Širjenje zvočnega tlaka po trku, izračunanega z numeričnim modelom; a)
Čas t = 392µs, b) Čas t = 496µs.
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4.2. Zvočni tlak ob trku kroglice s ploščo
Numerični model širjenja zvoka po trku, izračunan z metodo končnih elementov, smo
eksperimentalno validirali z enostavnim eksperimentom, kot je prikazano na sliki 4.7.
Kroglico smo izpustili iz višine h = 100mm na ravno ploščo in izmerili potek zvočnega
tlaka na razdalji r = 100mm pod kotom θ = 45◦. Pospešek kroglice ob trku s plo-
ščo izračunamo s Hertzevo kontaktno teorijo. Upoštevani geometrijski in materialni
parametri kroglice so zbrani v preglednici 4.3.
Preglednica 4.3: Geometrijski in materialni parametri kroglice.
parameter enota kroglica
modul elastičnosti E [GPa] 210
Poissonov količnik ν [/] 0.3
premer a [mm] 25






Slika 4.7: Trk kroglice s ploščo; a) Shematski prikaz eksperimenta, b) Realna izvedba
eksperimenta.
Na sliki 4.8 je prikazan numerični model za izračun zvoka ob trku kroglice s ploščo.
Tudi pri tem numeričnem modelu smo upoštevali le eno šestnajstino modela zaradi
možnosti upoštevanja simetrije. Na sliki 4.8 so označeni tudi robni pogoji, z A je
označena površine kroglice, na kateri je predpisan robni pogoj pospeška površine. Na
sliki 4.9 je prikazan uporabljen pospešek površine. Z B je označena površina na meji s
ploščo, na kateri predpišemo absorpcijski robni pogoj s koeficientom α = 0, s tem se vsi









Slika 4.8: Robni pogoji numeričnega modela za izračun zvoka ob trku kroglice s
ploščo.


















Slika 4.9: Pospešek kroglice v kontaktu ob trku s ploščo (m = 108g, a = 25mm,
h = 0.10m).
Na sliki 4.10 je prikazan časovni potek zvočnega tlaka na merjeni lokaciji. Zvočni tlak
je izrisan od trenutka, ko zvočni val doseže obravnavano mesto. Izračunani zvočni
tlak se dobro ujema z izmerjenim potekom zvočnega tlaka. Do odstopanja pride le pri
drugem kompresijskem delu zvočnega vala, kar je posledica odbitih valov od držal, ki
držijo ploščo na mestu.
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Slika 4.10: Potek zvočnega tlaka po trku na lokaciji θ = 45◦ in r = 0.1m.
Na sliki 4.11 je prikazano širjenje zvočnega tlaka po trku kroglice ob ploščo. Kroglica
je označena na sliki s K in plošča s P. Prikazana je porazdelitev zvočnega tlaka po trku
pri času t = 98µs in nato še pri času t = 117µs. Na sliki 4.12 je prikazano nadaljnje
























Slika 4.11: Širjenje zvočnega tlaka po trku, izračunanega z numeričnim modelom; a)


























Slika 4.12: Širjenje zvočnega tlaka po trku, izračunanega z numeričnim modelom; a)
Čas t = 180µs, b) Čas t = 250µs.
4.3. Numerični model za izračun dinamskega odziva
preizkuševališča
Na predstavljenih elementarnih primerih smo razvili numerični model, ki uspešno simu-
lira potek zvočnega tlaka ob trku kroglice s podlago. Preko obvladovanja elementarnih
primerov želimo sedaj v nadaljevanju simulirati hrup, ki se pojavi v ležaju ob udarjanju
kotalnih elementov v obroč ležaja. Preden lahko simuliramo potek zvočnega tlaka ob
trku, pa moramo poznati natančni dinamski odziv kroglice v kontaktu.
Numerični model za izračun dinamskega odziva preizkuševališča je bil razvit v pro-
gramskem paketu MSC Adams. Slika končnega numeričnega modela je prikazana na
sliki 4.13. Ohišje in gred sta predstavljeni v modelu kot fleksibilni telesi, slika 4.14.
Modalna redukcija obeh teles je bila izvedena v programskem paketu ANSYS z upo-
rabo Craig-Bamptonove metode. Ohišje je togo vpeto na nepremično podlago. Ležaji
v modelu so nadomeščeni s togostno matriko, katere izračun je predstavljen v pod-
poglavju 2.2. Celoten sistem vzbujamo s sinusno silo Fs, ki jo apliciramo na konec
gredi. V nadaljevanju so predstavljeni rezultati dinamskega modela. Na sliki 4.13 sta
s kraticami MP1 in MP2 označeni merilni mesti Bently senzorjev pomika, kjer merimo
relativni pomik gredi napram ohišju. V nadaljevanju bodo prikazani le najpomemb-











Slika 4.13: Dinamični model preizkuševališča v MSC Adams.
(a) (b)
Slika 4.14: Prikaz mreže KE uvoženih fleksibilnih teles; a) Ohišje, b) Gred.
Sistem vzbujamo na gredi s sinusno obremenitvijo s konstantno amplitudo in frekvenco.
Analitični izraz signala sile zapišemo v obliki:





kjer je FA amplituda vzbujanja, ki je bila v našem primeru FA = 100N, in frekvenca
vzbujanja f = 30Hz. Potek vzbujevalne sile je prikazan na sliki 4.15. Razvidna so
manjša odstopanja med izmerjeno silo in aplicirano silo v numeričnem modelu.
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Slika 4.15: Vzbujevalna sila na koncu gredi.
Premik gredi napram ohišju merimo z magnetno-induktivnimi senzorji na merilnih
mestih 1 in 2. Na sliki 4.16 je shematski prikaz merjenja relativnega premika v x-smeri






Slika 4.16: Merjenje relativnega pomika dB gredi napram ohišju.
Poudarimo še enkrat, da obravnavamo trk kotalnih elementov na ležaju 1, ki pred-
stavlja ležaj s povečano zračnostjo. Na sliki 4.17 je prikazan izmerjen in izračunan
relativni pomik na merilnem mestu 1. Numerični model dobro napove gibanje gredi
napram ohišju preizkuševališča, ki je posledica zračnosti ležaja na mestu 1. Do manj-
šega odstopanja pride, ko kotalni elementi pridejo v kontakt z obročem. Na sliki 4.18
je prikazan relativni pomik na merilnem mestu 2. Opazimo manjšo amplitudo pomika
v primerjavi z merilnim mestom 1.
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Slika 4.17: Relativni pomik gredi napram ohišju na merilnem mestu 1.




















Slika 4.18: Relativni pomik gredi napram ohišju na merilnem mestu 2.
Na sliki 4.19 je prikazan pomik gredi v x-smeri na obeh ležajnih mestih. Vidimo, da
je pomik na ležaju 2 zanemarljivo majhen. Iz tega lahko sklepamo, da so v ležaju 2
kroglice vedno v kontaktu z obročem in ne pride do udarjanja kotalnih elementov v
obroč. Posledično lahko analiziramo udar kotalnih elementov le v ležaju 1.
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Slika 4.19: Pomik gredi v x-smeri na ležajnih mestih.
Na sliki 4.20a je podrobno prikazan pomik gredi na ležajnem mestu 1. Zračnost v
ležaju 1 je približno δ1 = 16µm. V primeru ležaja 6002 je premer gredi 15mm in je
predpisana zračnost v primeru C3 povečane zračnosti med 11-25µm, kot je podano v
preglednici 3.1. Izmerjena vrednost zračnosti tako ustreza podanem območju. Na sliki
4.20b je prikazan relativni pomik gredi na ležajnem mestu 2. Relativni pomik gredi na
mestu ležaja 2 je zanemarljivo majhen v primerjavi z ležajnim mestom 1.






























Slika 4.20: Podroben prikaz pomika gredi v x-smeri na ležajnih mestih; a) Pomik
gredi na ležaju 1, b) Pomik gredi na ležaju 2.
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Na sliki 4.21 je prikazana sila v obeh ležajih v x-smeri. Na sliki lahko vidimo, da v
trenutku, ko vzbujevalna sila zamenja smer, pride do udara kotalnih elementov v obroč
ležaja.

















Slika 4.21: Sile v x-smeri v posameznem ležaju, s prikazom pojava udara kotalnih
elementov.
Na sliki 4.22 je prikazan potek sile v ležaju 1 ob udaru kroglice v obroč. Iz slike je raz-
viden pol-sinusni potek sile v kontaktu, saj model ležaja v uporabljenem numeričnem
modelu upošteva Hertzovo kontaktno teorijo.














Slika 4.22: Podroben prikaz sile v x-smeri v ležaju 1.
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4.4. Izračun zvočnega tlaka na osnovi razvitega nu-
meričnega modela preizkuševališča
Razviti numerični model za izračun dinamike preizkuševališča nam predstavlja osnovo
za izračun zvočnega tlaka ob trku kroglice. Izračunan dinamski odziv kroglice v kon-
taktu uporabimo kot robni pogoj pri izračunu zvočnega tlaka. Na sliki 4.23 je prikazan
potek sile na kroglico ob kontaktu z obročem. Na enak način kot pri trku kroglice s
površino, tudi tukaj izračunamo pospešek kroglice ob trku, ki ga uporabimo kot robni
pogoj v akustični simulaciji. Upoštevamo samo pospešek površine kroglice v kontaktu
na mestu ležaja 1. O trku v pozitivni x-smeri govorimo pri premiku gredi v pozitivno



























Slika 4.23: Obremenitev kroglice v kontaktu; a) Sila pri trku v pozitivni x-smeri, b)
Sila pri trku v negativni x-smeri.
Na sliki 4.24 je prikazan numerični model za izračun zvoka ob trku kroglice. Nume-
rični model upošteva simetrijo modela, tako lahko obravnavamo le polovico celotnega
modela. S črko A je označen rob zraka, na katerem predpišemo neskončni robni po-
goj. S črko B so označene površine, na katerih predpišemo absorpcijski robni pogoj s
koeficientom α = 0 (celoten del zvočnega vala se odbije). S kratico K1 in K2 sta ozna-
čeni kroglici v ležaju, na katerih predpišemo robni pogoj pospeška površine. Kroglici
K1 predpišemo pospešek pri trku v pozitivni x-smeri ter kroglici K2 v negativni. V
numeričnem modelu upoštevamo samo zrak in zanemarimo medsebojni vpliv zraka in










Slika 4.24: Numerični model preizkuševališča za izračun zvoka ob trku kroglice.
Na sliki 4.25 je prikazan izračunan zvočni tlak s predstavljenim numeričnim modelom
pri lokaciji mikrofona θ = 45◦. Na lokaciji mikrofona θ = 90◦ je izračunan zvočni tlak
prikazan na sliki 4.26.






























Slika 4.25: Zvočni tlak pri lokaciji mikrofona θ = 45◦; a) Ob trku kroglice v negativni
smeri, b) Ob trku kroglice v pozitivni smeri.
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Slika 4.26: Zvočni tlak pri lokaciji mikrofona θ = 90◦; a) Ob trku kroglice v negativni
smeri, b) Ob trku kroglice v pozitivni smeri.
Na sliki 4.27 je prikazana primerjava med numeričnim in izmerjenim zvočnim tlakom pri
mikrofonu, nameščenem na lokaciji θ = 45◦. Opazimo veliko razliko med numeričnim
izračunom in meritvijo. Enako veliko razliko lahko vidimo tudi v primeru mikrofona
na lokaciji θ = 90◦, slika 4.28. Razlike v maksimalni, minimalni in RMS (ang. Root
Mean Square) vrednosti zvočnega tlaka so prikazane v preglednici 4.4. RMS vrednost








Razlika v RMS vrednosti med numeričnim izračunom in meritvijo je pri lokaciji θ = 45◦
za faktor 7 ter v primeru lokacije θ = 90◦ kar za faktor 18. Podobna razmerja opazimo
tudi za maksimalne in minimalne vrednosti.
Prikazani rezultati upoštevajo le zvok, ki se generira ob togem premiku kroglice po
udaru z obročem. Kot pa je iz slik 4.27 in 4.28 razvidno, glavni hrup ne izhaja iz
togega premika kroglic.
Preglednica 4.4: Primerjava različnih vrednosti zvočnega tlaka med numeričnim izra-
čunom in meritvijo.
eksp. θ = 45◦ num. θ = 45◦ eksp. θ = 90◦ num. θ = 90◦
pmin [Pa] -0.2513 -0.0824 -0.2459 -0.0280
pmax [Pa] 0.2549 0.0761 0.2677 0.0318
pRMS [Pa] 0.0879 0.0129 0.0833 0.0045
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Slika 4.27: Potek zvočnega tlaka na lokaciji θ = 45◦.


















Slika 4.28: Potek zvočnega tlaka na lokaciji θ = 90◦.
Tolikšna razlika med izmerjeno in izračunano vrednostjo je posledica, neupoštevanja
vseh elementov, ki lahko prispevajo k hrupu. V numeričnem modelu smo predpostavili,
da je ves hrup posledica togega premika kroglice, kjer pa zanemarimo vpliv kletke.
Očitno je, da ob trku kroglice z obročem pride tudi do interakcije kroglice s kletko
ležaja, kot je shematsko prikazano na sliki 4.29. Da bi potrdili predpostavko, smo
hitrost kletke izmerili z laserskim vibrometrom v z-smeri, ki je pravokotna na smer


















Slika 4.30: Lokacija meritve hitrosti kletke ležaja z laserskim vibrometrom.
Na sliki 4.31 je prikazana izmerjena hitrost kletke v z-smeri. Kot je razvidno, se
kletka definitivno pomika tudi v z-smeri, pravokotno na smer vzbujanja. Iz tega lahko
sklepamo, da je bila naša predikcija pravilna ter lahko potrdimo, da kroglica vzbudi
kletko poleg aksialne smeri tudi v prečni smeri. Na osnovi primerjave časovnega signala
hitrosti kletke ter zvoka ne moremo sklepati, da nam kletka emitira večinski delež
hrupa. Da potrdimo to trditev, izrišemo amplitudno frekvenčni spekter hitrosti kletke
in zvočnega tlaka pri obeh lokacijah mikrofona.
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Slika 4.31: Hitrost kletke v z smeri.
Na sliki 4.32 je prikazan amplitudno frekvenčni spekter hitrosti kletke. Iz spektra lahko
opazimo vrhove pri večkratnikih vzbujevalne frekvence. Če le-ta spekter primerjamo
z amplitudno frekvenčnim spektrom zvočnega tlaka iz obeh mikrofonov, prikazanim
na sliki 4.33, opazimo, da se tudi tu pojavijo vrhovi pri večkratnikih vzbujevalne fre-
kvence. Zato lahko sklepamo, da kletka prispeva večinski delež k hrupu ob trku kotalnih
elementov v obroč ležaja.





















Slika 4.32: Amplitudno frekvenčni spekter hitrosti kletke.
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Mikrofon θ = 90◦
Mikrofon θ = 45◦
Slika 4.33: Amplitudno frekvenčni spekter zvočnega tlaka obeh mikrofonov.
Z razvitim numeričnim modelom lahko simuliramo zvok zaradi togega premika kroglic
v kontaktu. Numerični model ne zajema interakcije med ležajno kroglico in kletko
ležaja, zato ni bila mogoča validacija numeričnega modela na tem preizkuševališču. Pri
večjih vzbujevalnih silah bi v kontaktu prišlo do večjih obremenitev in bi zvok zaradi
togega premika kroglic lahko prišel bolj do izraza. Vendar z uporabljeno laboratorijsko
opremo, nismo bili sposobni zagotoviti tovrstnih obremenitev.
V okviru magistrskega dela smo razvili numerični model, s katerim lahko izračunamo
potek zvočnega tlaka zaradi togega premika kroglice v kontaktu. Numerični model je
bil eksperimentalno validiran pri trku kroglice s ploščo. Z numeričnim modelom smo
želeli simulirati hrup, ki se pojavi v ležajih s povečano zračnostjo ob udarjanju kotalnih
elementov v obroč. S tem namenom smo postavili laboratorijsko preizkuševališče, na
katerem lahko dosežemo pojav trka ležajne kroglice v obroč ležaja. Z uporabo ana-
litičnega modela ležaja in metode redukcije smo razvili računsko učinkovit numerični
model za izračun dinamskega odziva preizkuševališča. Na osnovi dinamskega odziva
smo izračunali nivo zvoka, ki nastane ob trku kroglice z obročem na postavljenem pre-
izkuševališču, ter ga primerjali z izmerjenim nivojem zvoka. Pokazali smo, da je v
primerjavi s celotnim zvokom, nivo zvoka zaradi togega premika kroglice v kontaktu
ob dani obremenitvi majhen. Z meritvijo smo tudi pokazali, da glavni hrup emitira
ležajna kletka, katero vzbudijo kroglice.
Naslednji korak v simulaciji hrupa, ob pojavu udarjanja kotalnih elementov, bi bil popis
interakcije med kotalnimi elementi in kletko ležaja. Ko bi enkrat natančno poznali
dinamiko kletke med samim udarjanjem, bi lahko simulirali celoten hrup, in ne le samo
prispevek zvoka zaradi togega premika kroglice.
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5. Zaključki
V okviru magistrskega dela je predstavljen razvoj numeričnega modela ležaja za na-
povedovanje hrupa, ki se pojavi pri ležajih s povečano zračnostjo. Obravnavani hrup
se pojavi ob trku kotalnih elementov z obroči ležaja, kar pa je posledica spremenljive
radialne obremenitve. Obravnavani so kroglični ležaji, katerih kotalni elementi so kro-
glice. Za učinkovit izračun dinamike obravnavanega ležaja smo uporabili analitični
model ležaja, ki nadomesti ležaj v simulaciji s togostno matriko. Uporabili smo tudi
modalno redukcijo, s katero lahko dosežemo efektivno izvedbo eksplicitne analize za
izračun dinamskega odziva obravnavanega sistema. Numerično simulacija za širjenje
zvočnega tlaka izvedemo z metodo končnih elementov.
Numerični model zvoka, ki se pojavi ob trku kroglic, smo razvili postopoma. Začeli smo
z elementarnimi primeri. Sprva smo analizirali zvok ob trku dveh kroglic z analitičnim
modelom. Analitični model zvoka smo uporabili za verifikacijo numeričnega modela
zvoka z metodo končnih elementov. Nadaljevali smo s trkom kroglice ob nepomično
podlago, kar je bližje dejanskemu trku kroglice v obroč ležaja. Na tem primeru smo
tudi izvedli validacijo našega numeričnega modela z enostavnim eksperimentom, kjer
smo kroglico spustili na ploščo in spremljali potek zvočnega tlaka. Za namen končne
validacije razvitega numeričnega modela je bilo zasnovano in izdelano preprosto pre-
izkuševališče. S postavljenim laboratorijskim preizkuševališčem lahko na enostaven
način pokažemo pojav udarjanja kotalnih elementov v obroč v primeru ležaja s pove-
čano zračnostjo. Z numeričnim modelom dinamskega odziva preizkuševališča simuli-
ramo natančne kontaktne pogoje ob trku kroglic z obroči, ki pa nam služijo kot osnova
za simulacijo zvočnega tlaka. Numerična simulacija pokaže, da v kolikor upoštevamo
le prispevek zvoka zaradi togega premika kroglic, naredimo dovolj veliko napako, saj
kroglice ob udarcu z obročem vzbudijo tudi kletko ležaja, ki pa prispeva večino hrupa.
V nalogi je bil obravnavan le zvok, ki nastane zaradi togega premika kroglic ob trku.
Izkaže se, da je glavni prispevek hrupa pri pojavu udarjanja kotalnih elementov hrup,
ki ga emitira kletka ležaja. Zato bi bil naslednji korak pri simulaciji hrupa sprva
popis interakcije med kotalnimi elementi in samo kletko ležaja. Na ta način bi poznali
natančno dinamiko kletke ležaja, ki pa bi predstavljala osnovo za simulacijo celotnega





[1] S. N. Voormeeren: Dynamic Substructuring Methodologies for Integrated Dyna-
mics Analysis of Wind Turbines : PhD thesis, Technische Universiteit Delf, 2012.
[2] B. Starc: Modifikacija in posodabljanje kompleksnih sistemov v dinamiki podstruk-
tur : Doktorska disertacija, Univerza v Ljubljani Fakulteta za strojništvo, 2017.
[3] R. R. C. Jr., M. C. C. Bampton: Coupling of Substructures for Dynamic Analyses.
AIAA 6:2 (1968) str. 1313–1319.
[4] R. Singh, T. Lim: Vibration transmission through rolling element bearings, part 1:
Bearing stiffness formulation. Journal of Sound and Vibration 139:2 (1990) str.
179–199.
[5] M. Razpotnik, M. Boltežar: Prenos vibracij preko kotalnih ležajev, Podiplomski
seminar. UL FS, 2015.
[6] L. Koss, R. J. Alfredson: Transient sound radiated by spheres undergoing an elastic
collision. Journal of Sound and Vibration 27:1 (1973) str. 59–75.
[7] L. Koss: Transient sound from colliding spheres - Normalized results. Journal of
Sound and Vibration 27:1 (1973) str. 59–75.
[8] K. Mehraby, H. K. Beheshti, M. Poursina: Impact noise radiated by collision of two
spheres: Comparison between numerical simulations, experiments and analytical
results. Journal of Mechanical Science and Technology 27:7 (2011) str. 1675–1685.
[9] E. J. Richards, M. E. Westcott, R. K. Jeyapalan: On the prediction of impact noise
I: Acceleration noise. Journal of Sound and Vibration 62:4 (1679) str. 547–575.
[10] W. Goldsmith: Impact. Edward Arnold (Publishers) LTD., London, 1960.
[11] P. Morse: Vibration and Sound (second edition). McGraw-Hill Book Co., New
York, 1948.
[12] G. Gladwell: A variational model of damped acousto-structural vibration. Journal
of Sound and Vibration 1:4 (1965) str. 172–186.
[13] P. Davidsson: Structure-Acoustic Analysis: Finite Element Modelling and Reduc-
tion Methods : PhD thesis, Lund University, 2004.
59
Literatura
[14] O. Zienkiewicz, R. Taylor: The Finite Element Method, Volume 3: Fluid Dyna-
mics. McGraw-Hill, 1967.
[15] C. Q. Howard, B. S. Cazzolato: Acoustic Analyses Using MATLAB and ANSYS.
Taylor & Francis Group, 2015.
[16] A. Inc.: ANSYS Mechanical APDL Element Library. 2017.
[17] A. Inc.: ANSYS Mechanical APDL Basic Analysis Guide. 2017.
60

